6 – Fonctions convexes
 I – Convexité et concavité 
1) Introduction
Voici trois courbes représentatives de fonctions croissantes sur un intervalle. Il est évident que la donnée du sens de variation d’une fonction n’est pas suffisante pour décrire l’allure de la courbe. Nous allons donc introduire des notions pour compléter l’étude d’une courbe.
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2) Définitions
Définitions
· Une fonction dérivable sur un intervalle I est convexe sur cet intervalle si sa courbe représentative est entièrement située au-dessus de chacune de ses tangentes. 
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· 
Une fonction dérivable sur un intervalle I est concave sur cet intervalle si sa courbe représentative est entièrement située en dessous de chacune de ses tangentes.
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Exemples

· La fonction carrée est convexe sur [image: image7.png]


.
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· La fonction exponentielle est convexe sur [image: image10.png]


.
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· 
La fonction racine carrée est concave sur [0 ; +∞[.
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· La fonction logarithme népérien est concave sur ]0 ; +∞[.

[image: image13.emf]
[image: image1.emf]Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, Cf sa courbe représentative dans un repère et a [image: image15.png]


 I.
Le point A(a ; f(a)) est un point d’inflexion de Cf si la courbe traverse sa tangente en A.

Exemple
[image: image36.emf]L’origine est un point d’inflexion de la fonction cube.
3) Convexité et extremum

Propriété
Si f est une fonction convexe (resp. concave) et dérivable sur un intervalle I, et si pour un réel c de I, f’(c) = 0, alors f admet un minimum (resp. maximum) absolu sur I en c.
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Remarque

Cette propriété permet d’obtenir un extremum global, et pas local, sur I.

II –Convexité et dérivées 
1) Convexité et sens de variation de f’
Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
· f est convexe sur I si et seulement si f ’ est croissante sur I.

· f est concave sur I si et seulement si f ’ est décroissante sur I.

Exemples
La fonction f : x [image: image19.png]


 x² est convexe sur [image: image21.png]


. Pour tout x de [image: image23.png]


, f’(x) = 2x qui est une fonction affine, croissante sur [image: image25.png]


 car a = 2 > 0.
La fonction ln est concave sur ]0 ; +∞[. Pour tout x de ]0 ; +∞[, ln’(x) = 1/x qui est décroissante sur ]0 ; +∞[.
2) Convexité et signe de f’’
Définition
Soit f une fonction dérivable sur I.
f est deux fois dérivable sur I si f’ est encore dérivable sur I.

La dérivée de f’, notée f’’, est appelée dérivée seconde de f.

Propriété

Soit f une fonction deux fois dérivable sur I.

· si pour tout réel x de I, f’’(x) [image: image27.png]


 0, alors f est convexe sur I ;
· si pour tout réel x de I, f’’(x) [image: image29.png]


 0, alors f est concave sur I.

Exemple

Reprenons l’exemple précédent : f’’(x) = 2 [image: image31.png]


 0, la fonction carrée est convexe.
ln’’(x) = -1/x² [image: image33.png]


 0, la fonction ln est concave.

3) Point d’inflexion et dérivée seconde

Propriété
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, Cf sa courbe représentative dans un repère et a [image: image35.png]


 I.
Le point A(a ; f(a)) est un point d’inflexion de Cf si et seulement si f’’ s’annule en a en changeant de signe.
Exemple

Reprenons l’exemple de la fonction cube.

On a f’(x) = 3x² et f’’(x) = 6x qui s’annule en 0 en changeant de signe. L’origine (0 ; 0) est donc un point d’inflexion de la courbe représentative.

